
P ANEL'86 EXPODATA 

DISENO E 1MPLEMENTACION DE 
TIPOS ABSTRACTOS DE DA TOS 

Una metodología basada en funciones recursivas 
Rodrigo Cardoso R. 

Universidad de los Andes 
Bogotá- Colombia 

287 

Resumen: Se presenta una metodologia intuitiva para el diseno y 
la implementaci6n de tipos abstractos de datos (TADs), 
con ayuda de funciones recursivas. Un TAD se entiende 
como un conjunto de nombres o formas normales sobre los 
cuales se definen operaciones que reflejan la estructura 
de un universo intuitivamente bien conocido que se 
quiere modelar. 

Cada TAD definido es por construcci6n suficientemente 
completo. 

Se define una relaci6n de equivalencia sobre el conjunto 
de formas normales que captura la semântica del T!D con 
base en operaciones que observan propiedades externas de 
los objetos que se modelan. Se definen conjuntos de 
estas operaciones que caracterizan la relaci6n de equi­
valencia mencionada. 

Se estudia la implementaci6n de TADs con lenguajes de 
programaci6n de tipo imperativo. 

La ·teoria se ilustra con el ejemplo ~cllsicow del TAD 
Stack[X]. que modela pilas de objetos de un tipo priml~ 
tivo X. Al final se incluye un ejemplo mâs complejo, el 
TAD Cubo, que modela el funcionamiento del cubo de 
Rubik, para mostrar la prãctica de la metodologia en un 
caso no trivial. · 

Palabr~s Claves: tipo abstracto de datas {TAD), funciones recur­
sivas, formas normales, reducci6n de t~rminos, 
completitud suficiente, equivalencia semAntica, 
implementaci6n de TADs. 
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o. Mot1vac16n 

Los tipos abstractos de datos (TADs) pueden ser una herramienta 
~til para la definici6n y manipulación de datos sobre los que 
operen programas de computador. Sin embargo. la teoria de TADs se 
ha desarrollado algo lejos de la prãctica, de modo que se ha 
considerado interesante el estudio de problemas que nunca debe­
r1an aflorar en la realiàad (v.gr. completitud suficiente) si el 
diseno se llevara a caoo Figuiendo metodologias que justamente 
evitaran wpor construcci6n" las grandes dificultades que se pre­
sentan en una teoria general de TADs. 

En la prãctica la preocupaci6n debe ser proporcionar al observa­
dor (disenador, programador} una metodologia de trabajo que le 
permita representar sirnb6licamente un universo O (un conjunto de 
explícitos) que desea estudiar y operar, de modo que la represen­
taci6n refleje todas las caracteristicas que el observador juzgue 
relevantes(1). Si para alcanzar este objetivo se usan TADs, es 
interesante entonces disponer de una metodologia que guie el 
diseno de un TAD T del cual O sea un modelo. 

Lo que el observador considere importante de O debe ser capturado 
en T, y aunque es posible que algo mãs de lo "interesante" sea 
abstraído, el dnico modelo de T que interesa al observador es O. 
El TAD T no es otra cosa que un lenguaje formal para hablar de O, 
y cuando las cosas van bien, este lenguaje, que es una herrarnien­
ta sintãctica, encierra todo lo que el observador sabe sobre O, 
es decir, su semântica. 

Como el universo O debe ser ~aprehensible", es natural pedir del 
observador que pueda describirlo de alguna manera efectiva. Por 
ejemplo, deberla poder enumerarlo, o sea concebir una forma re­
cursiva (intuitiva) para nombrar los elementos de O, que tarnbién 
puede pensarse como conocer una forma de construir todos los 
elementos de O" Esta hipótesis de constructividad intuitiva de O 
permite comenzar el disefio del TAD T definiendo (recursivamente) 
el conjunto subyacente o 1íQQ ~ interés Y como un conjunto de 
nombres estãndar o formas normales para los elementos de O, de 
modo que cada objeto tenga al menos un nombre, 

Eventualmente el observador puede considerar transformaciones 
efectivas sobre objetos de O que no creen nuevos objetos. En el 
TAD T se tendrã como contraparte la existencia de funciones re­
cursivas definidas sobre el conjunto de nombrea Y. La misma idea 
se sigue para modelar en T el hecho de que el observador pueda 
analizar una caracter1stica de los objetos, La definiciõn de 
estas funciones recursivas se hace en T por medio de axiomas que 
describen reglas de reducci6n; ouando se consiguen buenas defini­
ciones la axiomatizaci6n es por construcci6n suficientemente 

Los simbolos en los que en Õltimas quiere representarse O son 
los objetos que provee y manipula un lenguaje de programación 
en el que se quiere simular la realidad. 
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completa. Es dec!r, cada vez que se quiere analizar alguna carac­
terística de un objeto, los axiomas bastan para calcular la 
funci6n recursiva corresponoiente a la caracteristica, i.e. para 
determinar un resultado en el conjunto de posibles valores de la 
func:l.6n. 

La disaus16n anterior apoya un supuesto metodol6giao importante 
en lo qua aqui se desarrollará. Se supone del observador una idea 
clara del universo O que la permita definir operaciones en el TAD 
T clasificadas asi: 

in:!..ciales 

construo toras 

nombres para objetos walmples~ de O 
construibles a partir de otros objetos de O 
conocidoslo 

(no 
ya 

nombres de funciones constructoras de objetos de 
O, que reciben argumentos que son objetos de O 
ya entendidos. 

simplificadoras: transformaciones en Y que reflejan transforma­
clones correspondientes en O. 

analizadoras funciones sobre Y que permiten observar carac­
terísticas de los objetos de O. 

Se llama selector& a una operación simplificadora o analizadora. 

Los identificadores de est~s funciones y sus funcionalidades con­
forman la sisnatura del TAD T. Asociada a esta hay un lenguaje 
formal cuyos t~rminos pueden clasificarse según el símbolo de 
funci6n mãs externo que lo constituye. 

El conjunto de têrminos se notara F~. Se llamarã Y§ al conjunto 
de los términos cuyo s1mbolo de funci6n más externo corresponde 
al tipo de interês. Y es subconjunto de Y~, y resulta natural 
definir (recursivamente, apoyándose en las definiciones recursi­
vas sobre Y de las operaciones simplificadoras) una funci6n 
normallzadora que asigne a cada elemento de Y& una forma normal. 
Una reducc16n similar puede hacerse con términos de tipos dife~ 
rentes al de interés. 

Despuls serl sencillo extender recursivamente las defin1clones de 
las diferentes operaciones a todo FG, simplernente cambiando cada 
argumento en F~ por su forma normal y aplicando las definiciones 
ya conocidas. 

La hip6tesis de trabajo principal es que la estructura del con~ 
junto da nombres Y refleja la estructura de construool6n de O. 
Algo m&s es de~eable: si el observador puede distinguir dos obje­
toa o1 y o2 clebería poder distinguir sus nombres y1, y2. La única 
manara de distinguir dos objetos es observando que tienen dife­
rente alguna caracteristica. y esto se refleja en el TAD Y cuando 
para @lgune funciõn selectora el valor cambia si se sustituye y1 
por y2 ( y los demás argumentos no se modificanl. La igualdad 
puede definirse entonces como ausencia de diferencias, y as! se 
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justifica definir en Y una relac16n de equivalencia (semântica) 
tal que y1~y2 ai y1 y y2 no son distinguibles mediante selecto­
res en el sentido anotado. Esta relación es naturalmente extendi­
ble al conjunto de términos del tipo de inter~s Y •• 

La situación es verdaderamente satisfactoria cuando ·~· captura 
en Y el conocimiento de O que tiene el observador. Algebraicamen~ 

te: se quiere que Y/~ y O sean wisomorfoan, aunque tal noción 
debe dejarse también a la intuioión, teniendo en cuenta el cono­
cimiento apenas informal de o. M~s precisamente, la definici6n 
del TAD T as satisfactori~ coando O es un ~lgebra (un modelo) 
inicial del TAD; cuando ~ste ea el caso, dos elementos de I son 
considerados diferentes si no se puede mostrar que son iguales 
(segfin .~.). 

Como notaciõn, llâmese TTDI un TAD con tipo de inter~s TDI. Una 
1mplementaci6n del TAD TY en otro TAD TW define una subestructura 
del TAD TW que es un llgebra inicial del TAD T • Cuando la 
definic16n del TAD Ty es satisfactoria en el sentião del pãrrafo 
anterior, la implementaci6n define entonces una representaci6n 
igualmente satisfactorla de O. Tal representaci6n en el TAD TW 
puede a su vez implementarse en otro TAD TZ' y continuar esta 
cadena de representaciones hasta que se trate con objetos expli­
citas. En este articulo se considerarão explicites los objetos 
primitivos que ofrezca el lenguaje .de programaci6n en el que se 
quiera representar el universo o. Este dltimo paso en la cadena 
de representaciones no es esencialmente diferente de los ante­
riores si se exige un conocimiento formal de la clase de objetos 
que maneja el lenguaje de programac16n. 

1 •. Estructuras computacionales. Tipoa abstractos de datos 

E=<X,F> es una estructura computacional (EC) si X es un conjunto 
de objetos explicites y F un conjunto de operaciones sobre estos 
objetos. Tipicamente E corresponde a los objetos provistos por un 
lenguaje de programaci6n (v.gr. simbolos que representan n~meros 
enteros, valores de verdad, etc.) y a las transformaciones sobre 
estos objetos predefinidas en el lenguaje (v.gr. suma de enteros, 
operaciones booleanas, etc.). Sobre X se supone definido un orden 
bien fundado .<. (no hay cadenas infinitas descendentes). 

con­
es tos 

T=<X,F> es un 1iQQ abstracto de datos (TAD) cuando X es un 
junto de s!mbolos y F un conjunto de operaciones sobre 
simbolos J t~l vez otros TADs. El conjunto I se llama el 
inter~s y se nota tdi(T): X. Sobre X hay un orden bien 
conocido • <. 

..!<..!.Q..Q.~ 
fundado 

Un TAD es una EC o se construye a partir de TADs conocidos, A 
continuación se da una metodologia para llevar a cabo una tal 
construcci6n de modo que el resultado sea una definici6n que 
tenga algunas propiedades muy deseables en la prãctica (v,gr, 
completitud suficiente). 
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ta construccci6n de un TAD nuevo estã motivada por el deseo de 
modelar un universo O entendido al menos intuitivamente. El 
conocirniento de O que tiene el observador puede entonces guiar la 
definici6n de T. Cada argumentac!6n que se apoye en esta hip6te­
sis de trabajo se senalará explicitamente en la siguiente des­
cripci6n de la metodologia de construcci6n de tipos como (HTJ 

(HT1) O es intuitivamente construible. La construcc!ôn debe po­
derse hacer en forma recursiva. i.e. a partir de objetos 
simples o atómicos se construyen objetos mãs complejos. Los 
objetos simples y lo que se agrega a ~stos para construir 
otros mãs complej?~)pueden describirse coo símbolos tomados 
de TADs conocidos • 

Sean T1 ••••• Tn TADs conooidos, coo tdi(Tkl=lk, k=1 •••• ,n. 
N::: f1 •••• ,n}, N0 ::: {0,1, ••• ,n}. 

Por (HT1) se pueden definir dos conjuntos finitos de s!mbolos: 

I : Conjunto de símbolos de operaciones iniciales. 
QUieren nombrar los objetos simples de O, En 
nornbres pueden depender de los Xk's. 

Con ~stos se 
general, los 

C Conjunto de simbolos de oo~~aciones constructoras. Coo Astos 
se quieren construir los nombres de objetos complejos de O, a 
partir de no~bres conoaidos y algunos de los Xk'a. 

La aridad de los símbolos f E I u c se describe for·malmente 
con dos funciones !I 

mx: I u c ---> N ' m: I u c ---> nat, 

que indicarán respectivamente cuãles de los tipos primitivos Xk's 
Y con qué multiplicidad el tipo de interfis Y (que estâ por defi­
nirse!) participan en el dominio de definici&n del sfmbolo f. 

N&tese que mX(f) es una sucesi6n finita de 
kLO. En este caso se notará domX(f):= Xj1 x 

n6meros j1,,.,,jk, 
X Xjk. 

Cuando k::O s.e nota mX(f)::: nil, domx(t")::: [if). 

Se quiere ademâs que m(i)~o para i E I, y m(c)>O para c E C. 

Ahora se definen los conjuntos de nombres: 

( 2) 
Esta hip6tesia se apoya en la Tesis de Church. 
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Yj lJ !c(x,9) C ~ ( ) fi & vmj(c) '• c e • X E u omx c ' :I .. ~ , JL.O. 
IJ 

JLO y j el conjunto de nombres estãndar o formas 
males. 

Cuando para i E I se tiene que domX(i):l#}, se abrevia el nombre 
'1(#)' mediante 1 i 1 • M~s generalmente, siempre que en una lista 
de parãmetros simbólicos de un nombre deba aparecer '1', el 
simbolo se omite. El significado de esta convenci6n es justamente 
denotar constantes con respecto a los Xk's, que se dan con fre­
cuencia en especial para las operaciones iniciales. 

Y se ordena segôn la complejidad de la construcci6n de sua ele­
mentos, y dentro de un mismo nivel de complejidad. lexicogrlfica­
mente. El orden resultante es bien fundado. 

2.1.1 Ejemplo: Modelaje de stacks o pilas 

Como ejemplo clâsico en cualquier presentaci6n de TADs se 
incluye el estudio del TAD Stack[l], que abstrae pilas de 
objetos sacados de un tipo primitivo X (conocido, recursi­
vamente enumerable, bien fundado). Las pilas son estructuras 
de almacenamiento WLJFO~ ("last-in-first-out"}, donde el últi­
mo objeto guardado es el primero que puede retirarse. 

Por simplicidad se usará X para denotar el tipo primitivo y su 
tipo de interls. En este caso: X1=X, N:(1}, N0 :(0,11. 

El stack rnls simple que se puede concebir es aquel que no 
tiene elementos. Es natural incluir un simbolo de operación 
que lo denote: 

empty : simbolo de operacion inicial. Denotará un stack vaci6 
de elementos de X. 

A partir de un stack conocido se puede construir otro más 
complejo, agregando al primero un elemento más. La 
posibilidad de efectuar esta construcciõn justifica la 
inclusi6n de un simbolo de operaci6n constructora: 

pusn : s1mbolo de operaci6n constructora. 
stack s, y un elemento x. 

Resum:i.endo: I " lempty}, C :: {push}. 

mx{empty)::nil, mx(push)=<1>, 

m!empty):O, m(push):1, 

As1: domX!empty)~{l}, domx(push)=X. 

Stack 0 = {empty} 

Operará sobre un 

Stackj+ 1 ~ Stackj U {push(s,x) I sE Stackj' x E X } 
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Stack = U ~ '· 1 j t. de formas normales para j 20 0tac~j : es e con un o 
nombr~<r stackso 

El conjunto Stack se provee da un ord~n blen fundado, de 
aauerdo a la complejidad de la construcc16n y al orden del 
conjunto X. 

{HT2) En O puede desearaa transformar objetos en objetos. En T 
~sto se refleja en transformar los nombres correspondien­
tes. 

El poder analizar caracteristicas de objetos de O se tra­
duce en operaaiones que analizan nombres y dan como resul­
tado elementos de los Xk's. Esta supone que las partes de 
los objetos de O pueden nombrarse con simbolos de los Xk's. 

Por (HT2) se definen conjuntos finitos de símbolos: 

S : conjunto de slmboloa de operaeiones simplificadoras. Con 
Astos se quieran denotar las operaciones que transforman 
objetos de O en objatos de O sin crear nuevos objetos. 

A conjunto de simbolos de operaciones analizadoras. Con êstos 
se quieren denotar las operaciones que analizan caracteristi­
cas de los objetos de Oo 

S O A es el conjunto de operaciones seleatoras. 

F·- 1 U C U s U A es el conjunto de simbolos de operaciones o 
funciones de T. 

La aridad de los simbolos f e s u ll. Bê describe extendiendo 
funciones mx y m: 

mX: F ---> Nlil. 
m: F ~--> nat, 

Para f E S U ll. se quiere que m(f)>O, 

El rango de cada r E F puede definirse 
r: F ---> No' 

tal que df)::::O, si f ~ I u c IJ s 
~·(f)>O, si f e;, A' 

mediante tHla funci6n 

La ~otac16n dom1 (f} se extiende para f E SUA, y se define 
ran(f):~ Y , si r(f):O 

Xk, si r[fJ=k, k>D. 

àsociada a cada f E s U A se def~frluna funciõn recursiva 

las 

f~: domX(f) x Y ---> ran(f) 
mediante axiomas que se apoyan en el orden bien fundado de Y. La 
definición de cada f~ exige el conocimiento de la transforrnaci6n 
correapondiente en los objetos de O (HT2). 
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.2.2.1 Ejemplo: Modelaje de stacks o pilas (continumci6n) 

En le manipulaci6n de stacks se utilizan generalmente dos 
funciones selectoras, una simplificadora y una analizadora: 

pop{s): denota el stack resultante de retirar del stack s el 
~ltimo elemento ingresado. Su acci6n sobre empty. el 
stack vac{o, no se define. 

top(s): denota el altimo elemento ingresado al stack a. Tam­
biên top(empty) se considera indefinido. 

Entonces se definen los conjuntos: S = {pop}, A~ {top}. 

I ademãs: 
mx(pop)~nil, mx(top):nil, m(pop):1, m(top):1, 

r{pop):O, r(top)=1. 

Entonces se necesita definir dos funciones recursivas 
pope: Stack ---> Stack 
top~: Stack ---> X , 

cuya acci6n debe explicarse efectivamente, mediante axiomas que 
describan c6mo operan sobre las formas normales de St•ck. 

tos siguientes axiomas definen recursivamente pop• y top~: 

IS1J pep(emptyt z 1 
(S2) pop{push(s,x)) = s 
(S3) top(empty) = 1 
(S4) top(push(s,x)) = x 

· 1 es una convenci6n para denotar "indefinido" o "error". 
Ambos casos se consideran "anormales", y el uso de 1 como 
argumento de cualquier operaci6n da como resultado 1. 

2.3. Têrminos 

En el presente contexto la cuâdrupla (F,m ,m,r) conforma la 
llamada signatura del tipo T. La signatura define naturalmente un 
conjunto F• de terminas que constituyen un lenguaje formal para 
hablar del universo O. 

El conjunto ~e tlrminos se define inductivamente asl: 
(Sea Ak:= {~E A I r(a)=k l ) 
Xk[O] e- Xk, k=1,ê ••• n 

para k=1• ••• ,n. 
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para J~O. 

Ahora pueden definirse: 

el conjunto de los Xk-t~rminos, 

el conjunto de los Y-t~rminos, 

el conjunto de los terminas. 

2.~.1 Hodelaje de stacks o pilas (continuaci6n) 

Los tArminos no son otra cosa que las f6rmulas sintãcticamente · 
bien formadas de acuerdo a las funcionalidades de las opera­
clones. Con lo hasta aqui definido (formas normales, símbolos 
de operaciones, ••• ), los X-términos son las expresiones bien 
formadas qua tlenan top como almbolo mia externo, y los Stack­
términos son las que tiénen empty, push o pop como simbolo mâs 
externo. 

Cada tArrnino deberla nombrar un objeto; la completitud sufi­
ciente se refiere justamente al hecho de saber a qui obj•to se 
refiere cada término que no es del tipo da interés. Por ejam­
plo, deberla ser claro que el tlrmioo 

top(pop(pusb(puab[empty,a],b) 
se refiere al objeto primitivo a. 

Se define una reduoci6n u 
i : F~ ---->1~k~n 1 k u y 

de la siguiente manara: (Notaci&n: Cz 1 , ••• ,zu)':(z;, •••• z~) 

Si t E Xk[O] t •. - t. k:1, ••• ,n. 

Si t E y[OJ t!.- t. 

Si t € Xk[j+1J\Xk[j]' t::::a(:x,1f) 
I! 

tI •-. - a (x•,SP), k=1~ .. ""'ne 

S:l. t E y[j+~]\Y[j]' t::s(:x,g.) 
li! 

t. : = s (x' ,,, } 

para J~O. 

Asi, cada lk-t~rmino reduce a un elemento de Xk, y cada 1-tl~mino 
a una forma normal en Y. 
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2.5 Def1nici6n del nuevo TAD T 

A cada 
recursiva 

as!: 

slmbolo de operaci6n 
tambiên denotada f: 

f: domx( r> x 

f E F se puede asociar una 

Ym(f) '~) ---> ran,, 

Para 1 E I: 1: domx(il ------> Y 
x 1--------> :l(x) 

m(c) 
c: dom1 (c) X '{ -----> Y 

(x.f) 1--------> c(x,1) 
Para c E C: 

Para f E: S U A: 

El conjunto de funciones asoc:ladas se nombra tambi~n F. 

funcion 

Nõtese que Y es un conjunto de cadenas de simbolos de la forma 
i(x) o bien cfx,,l. Las imãgenes por las funciones i e I y c E C 
son entonces cadenas de símbolos. Para las f E S U A las imãgenes 
son elementos de los Xk's (que a su vez pueden ser cadenas de 
slmbolos, paro Asto es externo a la definici6n del nuevo TADJ. 

Ahora TAD T ·- <Y,F> es el nuevo TAD. Por construcci6n (HT1,HT2) 
O es un modelo intuitivo de T. Ademâs T es suficientemente com­
pleto, porque en virtud de 2.4 todo t~rmino de la forma a(x,t) 
reduce recursivamente a un objeto primitivo. 

2.5.1 Modelaje de stacks o pilas (continuaci6n) 

La siguiente notaci6n resume la definici6n del TAD Stack[X]: 

Tipo Shck[X] 
Operaciones 
i!empty: 
llpush 

---> Stack 
Stack x X ---> Stack 

pop 
top 

Axiomas 

Stack ---> Stack 
Stack ---> X 

(S1) pop(empty) = 1 
(S2) pop(push(s,x)) = s 
(S3} top(empty) = 1 
(S4) top(push(s,x)) = x 
fi nT:l. po 

Las oper:ac:l.ones iniciales y constructoras son marcadas con 
9111 Esto permite conocer tãcitamente las formas normales de 
los stacks. Es decir se puede enunciar y mostrar fãcilmente el 
siguiente resultado: 

LFN(Stack) (Lema de 
Todo s E Stack 
formas: 
i) empty 

ii) push(s1,x), con 

forma normal para Stack) 
tiene exactamente una de 

s1 E Stack, x E X. 

las siguiell'ltes 



PANEL'86 EXPODATA 297 

Solo hay axiomas para laa operaaiones aelaatoras. Dabe babar 
un axioma por cada posible forma normal del tipo da inter~s, 
aon lo cual se garantiza la buana dafinici6n da cada selecto­
ra. Laa fanalones aon •tataleB•. an el sentido dj que se 
axplican para todas las posibles instancias del dominio; cuan­
do en algón argumento deben quedar indefinidas, ~sto se hace 
explicito (S1,S3i. 

Consid~reee el TAD T = <Y,F> de 2. La hipótesis de trabajo (HT1) 
no exige que cadá objeto de O tenga un nombre ~nico. y en la 
prãctica ee usual que un mismo objeto tenga varias nombres (v.gr. 
la notaci6n {1,2.3} denota el miamo conjunto que {2,1,3}). Ense­
guida se quiere establecer cuAndo dos nombres se refleren a un 
mismo objeto. 

3.1 Definición 
Sean Yh y2 G Y. 

1) Sea f E S U A. 
y1 =r y2 ssi y1 es r-equivalente a y2 

ssi Para todo 1r E domx(fl, ~e ym(fl- 1 , 1~J<m(f): 

f(x,[f,y1]jl = f(x,[9,y2]j). 

ii) Sea K Q S U A. 
Y~ =K y2 ssi y1 es K-eguivalente a y2 

ssl Para toda f E K : y1 =r y2. 

iii) y1 - y2 sai y1 ea (semãnticamente) equivalente a y2 

ssi y1 "'suA y2. 

iv) K ~ SUA es un caracterizador (de Yi, si para todó par 

y1,y2 E Y: 

Si yl, y2 nombran objetos o1,o2 respecti~amente, y1 =r y2 si la 
selectara f no los distingue. Por IHT2l Isto significa que el 
observador tampoco distingue la earacteristica correEpondiente 
entre o1 y o2. Si además y1 ~ y2, con (HT2í se deduce que o1 y o2 
son indistinguibles para el observador. 

De esta manera Y/~ es intuitivamente isomorfo a O. Cuando en ! 
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_ se considera como i~ualdad algebraica, O es un modelo inicial 
de T puesto que dos objetos son diferentes si no se puede probar 
que son i~uales. La existencia de un caracterizador no trivial 
reduce el n6mero de condiciones que deben verificarse para mos­
trar equivalencia. 

3.1.1 Modelaje de stacks o pilas (continuaci6n) 

Para el TAD Stack[XJ hay una operaci6n simplificadora (pop), y 
una analizadora {top), Con estas dos funciones se define la 
equivalencia de dos stacks. Entonces: 

s1 s2 ssi 
ssi 

pop(s1).::. s2 and top(s1) = top(s2) 
s1 y s2 tienen el mismo elemento en el tope, y 

al retiraria de ambos quedan stacks equivalentes. 

Fl que esta sea una definición razonable hace creer que el TAD 
Stack[X) estã bien definido, y que Stack/~ es intuitivamente 
isomorfo al modelo que el disenador pretende abstraer, 

No hay caracterizadores no triviales en este caso, Dos stacks 
pueden tener iguales sus topes y diferir en el resto o viceve­
rsa. Sin embargo, ~sto justifica la escogencia que se hizo de 
las funciones selectoras: cualquier otra definici6n de una 
selectora que no distinguiera alguna caracterlstica no consi­
derada seria redundante para la determinaci6n de la equivalen­
cia de dos stacks. 

4. Implementaciones 

se•n T = <Y,F >, Tw = <W,Fw> dos TADs construidos a p~r~~r de 
otros TAhs conoctdos Tl, ••• ,Tn, con tdi(Tkl::Xk' k=1, ••• n. 

4.1 Definic16n 

Una implementaci6n Imp = (B,P) _Q_Q T .§..!1 T consta de 
ii Dna funci6n recursiva parhial so~reyec~iva 

B: H ---> Y 
llamada la representaci6n (de H como Y). 
Para A:(w1, •• ,,wp), BID):: IB(w1l, ••• ,B(wp)). 

ii) Para cad~ f E FY una funci6n recgfpJva 
, fp: domx(f) x H ---> z, 

donde Z = ran(f), si ran(f)~Y 
= W si ranlf):Y, 

tal que: f(x,B(QJ) = fw(x,OJ, si ran(f)~Y 
= B{fw(x,D)), si ran(f)=Y. 

P:: {fH 



PANEL'86 EXPODATA 299 

. Cuando T es una estructura computacional hay un lenguaje de 
programac~õr. que la manipula. La$ funciones fw soa calculadas por 
programas en este lenguaje, 

Si el languaje de programaci6n es de tipo funcional lv.gr. LISP} 
rv es ana funcl6n ouya definiei6n estA naturalmente guiada por la 
de r. Una tal implementaci6n es Gtil como prototipo del TAD TI y 
para verificar experimentalmente la buena def1n1c16n de rr. 

Sin embargo. cuando se deaea una implementaol6n eficiente es mls 
aoonaejable an lenguaje de tipo imperativo lv.gr. PASCAL). Cada 
funa16n es calculada aon un procedimiento (3} pfw cuya espeaifi­
eaei6n estA determinada por la dafinio16n de r en T_. 

J. 

Mãs precisam~~te. si FY =I U CUS U A como en 2.: 

Para i e I. iW se calcula con 

vrac piw (x: dom1 (i); var pw: W); 
{Pre x:x 0 } 
{Post: B(pw} ~ i(x 0 ) l. 

Para c E C, cV se calcula con 

W); 

IN6tese el cllculo de a sobre uno de los parâmetros.) 

Para s e s. •w se calcula con 

Para a E A. •w se calcula con 

proc paw (x: domx(s); ~ 0: Wm(a}. px: ran(a)); 
(Pre x:x 0 , O=~o } 
{Post: px.:. a(x 0 .BCi:)- 0 )J }. 

( 3 )Eventualmente podrian usarse funciones, pero se adopta esta 
oonvenci6n para facilitar la comparaci6n con lenguajes como 
PASCAL. donde el resultado de una funci6n solo puede ser de un 
tipo predefinido simple. 
Tambi~n se usarãn las convenciones de PASCAL para notar el paso 
de parâmetros, 
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Para ~implificar, supóngase X ~ integer, el tipo primitivo de 
enteros PASCAL, y que se quiere implementar Stack[integerl en 
PASCAL. 

Se necesita una función de representación, 
tiva: 

parcial, sobreyec-

B: Estructurss de datos en PASCAL ----> Stack[integer], 
y para cada operación r en Stack una realización PASCAL de la 
misma. 

La definición de B se deja usualmente a la experiencia de 
qulen hace la implementaaión. En al caso de los stacks que se 
est~n modelando se puede observar, por ejemplo, que son es­
tructuras no acotadas, y que su imagen PASCAL deberia poder 
cambiar dinãmicamente. Entonces es fácil pensar en listas 
s!mplemente encadenadas, donde oada elemento senala al ante­
riormente ingresado; el stack empty se representa con una 
lista vacia. 

Una definiciõn menos intuitiva de B puede establecerse apoyán­
dose en el LFN(Stack). Es decir, se busca definir, recursiva­
mente, estructuras PASCAL para cada forma normal posible de 
Stack. 

Cuando la experiencia es quien m!s ayuda a la definiciôn de B, 
las funciones selectores son relativamente sencillas de pro­
gramar, porque el observador visualiza en la estructura de 
datos que define los aspectos que le sirven para analizar el 
objeto. Por el contrario, cuando es el LFN la guia principal 
para el diseno de B se fija ademãs, implicitamente, la manera 
de realizar las funciones iniciales y constructoras. 

Se puede ser tan formal como se quiera en la comprens16n de B; 
mientras mãs se conozca formalmente (menos intuitivamente), 
resultará mãs sencilla la realizaci6n de las operaciones del 
tipo. Sin embargo, es bueno encontrar un nivel de comprensi6n 
que permita justificar que la implementaci6n es correcta sin 
caer en detalles t~cnicos exagerados, 

Las operaciones del TAD Stack se realizan mediante procedi­
mientos PASCAL tales que (pstack es el "type" PASCAL corres­
pondiente a 'stack~): 

procedure pempty (~ p: pstack); 
I Pre :' T } 
{Post:' B(p) .,;:;_ empty 

procedure ppush (var p: pstack; x: integerl; 
{Pre : p ~ pO and x = xO } 
(Post: B(p) ~ push(B{pO),xO) 

procedure ppop (var p: pstack); 
{Pre : p :: pO } 
{Post: B(p) ~ pop{B(pO)) } 



~rooedure pto~ (var p: p8tack; x: integer); 
{P:~>e t p "' pO ) 
fPost: p "' pO and :x "' top(B(pO)) } 

~.2 La progr~mac16~ de u~a implementaci6n en un 
img.Hu•ativo 

301 

lenguaj<a 

LBB eapaoifiaaaionas de proaedimientos mencionadas an •.1 son 
suficiente~ para programar una implementaci6n del TAD Ty en una 
EC EW ~ <W.Fw>· Es deair. si se tiene una metodologia de desarro­
llc de programas a partir de espeaifiaaciones (af. [Gri81]. 
I~oh86J). lo que aigue ~ntoncas es un problema de programaci6n. 

Enfrentando un poco este problema se descubre que la principal 
dificultad es expresar las postcondiciones de una manera ~cerca­
naR al lenguaje de programaci6n. O sea, puede ser necesario 
refrasear las postcondicionea de manera que se vea mâs claramente· 
lo que se desea. para entonces aplicar las técnicas de desarrollo 
de programas que se est!men convenientes. 

Tipicamente cada postcondiciõn involucra al menos una referencia 
a la funci6n de representaci6n e. Esta sugiere la conveniencia de 
establecer con claridad esta funci6n antes de atacar el problema 
de programar ros procedimientos. Esta es la manera "clãsica.~ de 
construir implementaciones: primero se disenan las estructuras de 
datos que representarln los objetos, y despuAs ae programan las 
operaciones que manipulan estas estructuras. 

Ahora bien, como B es una funci6n recursiva parcial sobreyeativa. 
lo usual aa que estA definida apoylndose an el orden bien fundada 
de Y. Esta as, es de esperarse que se pueda àeair, primero, auãl 
~ 6 W es prairnagen por B de cada i®I, y aon esta informaai6n 
definir induativamente la praimagen de cada y {:c(x,9)) en Y, 
De este modo, los pracedimientos piw• i E I, J paN. o & C, 
resultan particularmente f!ciles dê implementar. 

Las postaondicianes de los prooedimientos pfw' f E S O A, se 
slmpllfican ai se usan formas reduoidas para x 0 • 0 0 y pw0 • Y se 
r1cuerda que en estos casos la func16n t coincide con la funci6n 
f • Como tambiên se está suponiendc una definici6n recursiva de 
e~tas funciones (apoyada en el orden bien fundado de Y), es 
entonces posible ~acercar~ la postcondici6n al lenguaje de pro­
g;:'amac iõ;;. 

El formalismo deja entrever otro orden para adelantar la imple= 
ilHH!tac16n, li,enos "nati.H·al", pero iguahHlnte vâlido. Supóngas<e que 
sa tieae una idaa de aõrno aon las aapeciflcacionea de las opera­
alonea seleotoras. aunque no se tanga claro a6mo deber!a ser la 
implewentãciõn de las funciones iniciales y constructoras. Enton­
aaa ee diapondrla de un wltodo para aaloular las funcionas 

t E S O A, y por ende para decidir los predicados que involuoran 
equivalencias sealnticaa. En particular. cada B(pvJ en laB 
pôstcondiciones de los piw's y lo~ pcw'• se puede ver como un@ 
1na6gnita, que una vez conoaida astableoe una dafinici6n para B, 
Y da lndioios de o6mo programar estas prooedim1entos. 
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Esta filtima manera de llavar a cabo la implemantaci6n aa eape­
clalmente viable cuando no hay oparaciones simplificadoras. Coan­
do ~ste no es el caso, las postcondiciones de las operaciones 
simplificadoras incluyen equlvalenciaa que a au vez depanden dal 
conoclmiento de laa mismas operacionea almpl1f1oadoras, La apa­
rente alroularidad es inexistente si no hay operaclonea sim­
plificadoras. 

En cualqular caaa el disefto se facilita al ae 
conjunto caracterizador no t ivial que a su vez 
manejo de la relaai6n da equivalencia ·~· 

di:spone de 
simpllfi.que 

un 
el 

A continuaciõn se incluye un ejemplo no convencion w como 
ilustraci&n e la me od logla propuesta. Como ee podrA observar, 
en la prlctiaa no es necesarlo lle ar a extremos 1 formalismo 
lv. gr. distinguir entre a{mb los de operaa16n oper clon a, 
cuidar la def1n1bilid de domlnios 7 rangas, et .), si descui­
dar el rigor en el diaefto y la 1mplementac16n, 

intuitivo 

El cubo de Rubik e3 un rompecabezas 
el profescr hóngaro Er~5 ik. S 
su vez (aparentemente) r 27 elementos cftbi 
direcciones par planos e 9 elsmentos. Algo c 

ent 
r~st tuid 
rotan eD 

Rotaci6n de la cara frontal 

.ti_ 

Las pequenas caras de cada uno de los elementos cObicoe se llama­
rin waarillas•, y astfin coloreadas de modo que hay una aonfigura­
ci6n del cubo que tisne cada cara (de 9 carillas) de un mismo 
calor, y todas las caraa tianen un colar diferente. 

El acertijo de Rubik consiste en, dada una conriguraci6n arbitra~ 
ria del cubo, encontrar las rotaciones necesarias para llegar a 
una configuraci5n en la que las 9 carillas de cada cera son de un 
mismo color. 

El TAD Cubo no pretende resolver el acertijo, sino modelar el 
funcionamiento del cubo de Rubiko i.e. las rotacionea y cambies 
de colores en las carillas. Sin embargo, el disponer de un len-· 
guaje para hablar de estas caracter1sticas permite plantear for-
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malmente el acertijo y buscar soluciones del mismo de una manara 
sistemãtica. 

La metod supone una idea intuitiva del objeto, que captura 
los aspectos y sua relacione~, Es quizás imposible separar estas 
ldaaa de lo que en al futuro aarl una representac16n dal objeto, 
ya q~e al entenderlo debe e~istir alguna representaci6n mental 
del miamo an la cabeza del observador. 

En eate aaao ea natural pensar al cubo coma una oaja de 3x3x3 
enmaraada an un a1atema de coordenadas carteaianaa. Los elementos 
aftbioaa se pueden identificar aon au poaici6n en estas coordena­
das, 1 1 oarilla• da cada elemento de acuerdo al aje en direo­
a16n al oual ae mirB el elemento. 

Mls concretamente, se taman como rere enoia tres ejea ortogonales 
fijos, iHlm"'rados 1 0 2, 3 e Un objet.o q E Cubo se observa :siempr"{§. 
en el orig~n de ese sistema de coordenadas. as!: 

C a elemento cfibico tiene na pos1ci6n 
p- (p[1 ,p[2].p[3] 

d '" p f J. ] s n 

Caú a e 1 e 1co gs A compu to e s l ar llas. Para la 
à esc pc i6n d ·al cubo de ~ut1k se puede nota ue e emento 
c6 ico tiene coloreadas a lo mis res de estas carillas, y mAs 
afin, a lo mãs una oarilla oolcreada eu la direcci5n e cada eje 
del sistem2 d coordan as. En onces se puede simplifi ar un peco 
la descr1pci6n, haciendo e un elemento c6bico est~ descrito por 
tras car1llas. una para cada eje coordenado, algunas de las 
cuales estAn coloreadas y otras pued n tener un colar neutro o 
indefinido, 

Se puede decir, ace cfindose u pocc mia al cubo de Rubik, que un 
objeto q E Cubo ae compone de ca illas 1dentificablas por una 
pos1ci5n p -definida como arriba- y un eje que denote la direc­
oi6n en que debe mirarae el elemento c6bico descrito por p. 

De esta msnera. una carilla es un par {p,e). donde p es una 
poslci6n y ~ es un eje coordenado, 

Por ejemplo, en el siguiente dibujo. 
identifica con el par ((1,1.0),2}: 

la carilla sombreada se 
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Las siguientes 
Eje = {1.2~3} 
Dsp"' {-1.0,1} 

notaciones son importantes: 
: el conjunto de ejes coordenados. 
: el conjunto de desplazamientos posibles oon 

Ejeraspecto a cada e 6 Eje. 
Posicion = Dsp · 

Pinta 

= f(p[1]~p(2]ép[3]) I p[i] ~ Dsp, 1:1,2.3 ) 
: el conjunto de posiciones de los elementos cfibi~ 

cos de un cubo abstracto. 
= {a,v~nPrf;lbr;m) 

el conjunto 
a: azul 
r: rojo 

de colores: 
v: verde 
b: blanco 

n: nlu•anja 
m: amarillo. 

Ademãs, para facilitar la descripci6n del tipo abstracto Cubo se 
utilizarân las siguientes funciones: 

comp: Eje x Eje ---> Eje 
donde comp(e1,e2) es el eje diferente a e1 y e2 

(si e1=e2, comp(e1,e2) no se define!). 
i.e. comp tiene la siguiente tabla: 

I 1 2 3 
I - 3 2 

2 3 , 
3 2 

r: Posicion x Eje ---> Posicion 
dogde r(p,e} es una rotac16n de la posición p, 
90 en el sentido de las manecillas del reloj. 
i.e. r(p,e) = 1L e=1 --> ( p[1], p[3],-p[2]) 

I e:2 --> (-p[3], p[2], p[1]) 
8 e:3 --> (-p[2], p[1], p[3]l 

fi. 

cem eje e, 

Obs~rvese que Eje , Posicion, Pinta, comp, r son nociones corres­
pondientes a tipos primitivos que en el momento no interesa 
estructurar. Basta considerarlos conocidos e implementables. 

Cualquier cubo q € Cubo se construirâ a partir de un cubo inicial 
estândar, mediante rotaciones. Las cosas se simplifican si el 
cubo inlciil estlndar tiene los colores dispuastas segdn •1a 
saluciõn~ del acertijo. Esto da lugar a una aperaci6n inicial, 
llamada inic. y a una canstructara , llamada rate. entendidas de 
la siguiente·manera: 

6.1.1 inic : denota el cubo inicial astãndar que tiene un misma 
calor en todas las carillas de cada cara. 

es una funci6n que, dado un cubo q. un eje e, y un 
dasplazamianta d, tiene como valor al cuba resultada 
de rotar can eje e, 90° en el sentido contrario de 
las menecillaa del reloj, el plano an q que tiene un 
desplazamiento d con respecto al eje e, 
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Por ejemplo, rote(q,2,0} denota un cubo como Q en el que el 
plano central con respecto al eje 2 se ha rotado 90° en el 
sentido contrario de las manecillaa del reloj: 

6.1.3 Como siempre, de8pu~s de conocer las operaciones inicialea 
Y constructoras es poaible enunciar y demostrar el lema de forma 
normal del tipo de inter~s: 

LFN(Cubo) (Lema de forma normal de Cubo) 
Todo Q ' Cubo es de una de las siguientes formas: 
i) :l.nic 

ii) rote{q1,e,d), con q1 € Cubo, e E Eje, dE Dsp. 

Hay una funci6n colar, 
un cubo. 

para denotar el colar de cada carilla de 

Adelantándose un poco a lo que serâ la relaciõn de equivalencia 
semântica derivada de las operaciones selectoras, es natural 
esperar que dos cubos sean equivalentes cuando sus carillas 
correspondientes tengan el mismo colar. As1 se justifica el hecho 
de que colar sea la 6nica función selectora en el TAD. 

Es posible que una irnplementaci6n requiera (para su eficiencial 
un lenguaje mâs rico, v.gr. considerar rotaciones en el sentido 
de las menecillas del reloj. Estas pueden introducirse fácilmente 
una vez implementadas las operaciones hasta aqui mencionadas. 

La siguiente definición resume el diseno del TAD Cubo: 

'ripo: Cubo 

Operaciones: 

lil:ird.c : ---> Cubo 
§rote : Cubo x Eje x Dsp ---> Cubo 
color: Cubo x Posicion x Eje ---> Pinta 
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Axiomas: 
(C1) color(inic,p,e) 

= if e=1 and p[eJ= 1 --) a 
o e::1 and p[eh:-1 --> v 

I e=2 and p[e]:: 1 --> n 
I e::2 and p[e]=-1 --> r 
B e:::3 and p[e]::: 1 --> b 
m e=3 and p[e]=-1 --> 111 

il 
(C2l color(rote(q.e,c),p,em) 

fin'Tipo 

= 1K p[e] ~c--> lL e~em --> color(q,r(p.e},em) 
W e~em --> color(q,r(p,e},comp{e,am)) 

fi 
O p[e] ~ c --> color!q.p,em) 

fi 

Los axiornas son mãs complicados que los correspcndientes al TAD 
Stack[l(]o En el lado i-zqu:!.erdo se perm:!.ten expresiones j_f." .fi y 
recursiõnc 

q1 ~ q2 ss1 Para toda carilla {p,e): 
color(q1,p,e) = color(q2,p,e). 

Se esboza aqui una 1rnplementaci6n PASCAL del TAD Cubo. 

El primar paso es establecer la represantaci6n para los conjuntos 
y operaciones considerados primitivos al entender intuitivamente 
los cubos de Rubik. 

Por ejeroplo: 

~ Eje" 1..3; 
Dsp = -L. 1; 
Posicion = array [Eje] of Dsp; 
Pinta = (a,v,n,r,b,m,indef) 

I@ 6 colores definidos: azul verde, ••• ,amarillo. 
indef: color indefinido, para carillas interiores ~/ 

e implement~r comp y r de acuerdo a lo definido en 2.0. Para r se 
neaesita un pracedimlento, puesto que al resultada na es un 
"type" simple, algo como 

procedure pr {var pos_inicial,e,pos_final}; 

El segundo paso e~ definir la funci6n de representaciõn B. Ya con 
las definiciones anteriores es natural escoger coma representa­
ci6n PASCAL para un cubo una matriz de 3x3x3 de elementos cúbi~ 
cas; cada elemento c~bico se representa a au vez con un vector de 
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.3 puestos, cada uno de los cuales representa el color de la 
carilla visible del elememto en la direcci6n de un eje, si esta 
lo es. Si no hay carilla visible se usa el color 'indef'. 

M§s exactamente, se incluye una definición 
~ pcubo = array [Dsp,Dsp,Dsp] of array[Eje] of Pinta 

(seria deseable poder decir en PASCAL 
array [Posicion] of array[Eje] of Pinta, 

pero ésto no es sintácticamente posible). 

Aqui se da una situación interesante: la operación selectora 
'color' es más fãcil de implementar que las constructoras 'inic' 
Y 'rote•, porque color(B(pq),p,eJ coincide con pq[d1,d2,d3][e], 
cuando p es la posic16n descrita por el vector de desplazamientos 
[d1,d2,d3]. O sea, el cAlculo del calor de una carilla es direc­
tamente consultable en la estructura que representa el cubo. De 
hecho, es inclusive ineficiente escribir c6digo para esta fun­
cHín. 

La operaci&n •inic 1 no es otra cosa que una inicializaci6n de la 
estructura que representa el cubo que pasa como parâmetro. Con-
cretando: 

procedure pinic (~ pq: pcubo) 
{Pre : T } 
!Post:: B(pq) .::_ inic J 

Ahora, la postcondici6n significa que al te~minar pinic, 
variable pq, transformada po la funci6n de representaci6n B, 
equivalente a inic. Es decir: 

npara toda posicion p, y para todo eje e: 
color(S(pq),p,e) = color(inic,p e). 

O sea: 
0 Para toda pos1ci6n [d1,d2,d3], y para todo eje e: 

pq[d1,d2,d3](e) = color(inic,[d1,d2,d3],e). n 

la 
es 

Ahora bien, al axioma (C1) de la definici6n del TAD Cubo se 
refiara justamente al colar del cubo inic. Aal, para cumplir con 
la postcondición de pinic es suficiente observar este axioma y 
efectuar en la estructura de datos lo anotado alli. 

Una discusi6n anlloga se puede adelantar para implementar el 
procedimiento correspondiente a la operación constructora 'rote'. 
Se necesita algo del estilo 

procedure prote (var pq: pcubo; e: Eje; d: Dsp); 
{Pre : pq = pqO and e = eO and d = dO } 

' {Post: B{pq) ~ rote(B(pqO),eO,dO) }. 

Y la postcondición se refrasea as! 
"Para toda posici&n [d1,d2,d3], y para todo eje e: 

pq[dl ,d2,d3He] " color(rote(IHpqO} ,eO,dO), [d1,d2,d3] ,e)." 

El axioma (C2i de la definición del TAD Cubo sirve para desarro­
llar el código PASCAL para prote. 
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7. Conclusiones 

Las ideas expuestas configuran la base te6rica para una metodolo­
gia de diseno e implementaci6n de TADs. 

El posible ~xito de la aplicaci6n de la metodologia depende 
fundamentalmente del buen conocimiento intuitivo del universo que 
se pretende modelar. Una tal exigencia no parece muy restrictiva 
en la prlctioa; por el contrar!n, se puede afirmar que si no se 
puede hablar con rigor de un universo, mal puede pretenderse 
intentar un modelo formal que lo describa. 

Los TADs disenados son por construcción suficientemente comple­
tos, de modo que la obtenci6n de esta importante propiedad deja 
de ser un problema. La dificultad se translada al hecho de poder 
dar axiomas que definan funciones recursivas sobre dominios dota­
dos de órdenes bien fundados, y este problema es rnâs flcil de 
atacar, sobre todo si, como se supone, se cuenta con una buena 
visi6n intuitiva de los objetos que se quieren modelar. 

Es importante recalcar que el conjunto subyacente de un TAD asi 
disefiado estâ constituído por cadenas de símbolos que vienen a 
ser nombres estãndar o formas normales para los objetos del 
universo modelado. Aunque parezca artificial (y aõn lejano de la 
prãctica), esta manera de considerar los TADs es precisamente un 
indicio para establecer quA tan bbeno es el conocimiento intuiti­
vo que del universo a modelar t~ene el dise5ador: los elementos 
de un conjunto wbien conocido" deben poderse bautizar de alguna 
manera sistemãtica (un matemãtico diria "enumerar recursivamen­
te") • 

La implementaci6n de un TAD en una EC imperativa merece, por 
supuesto. un estudio mucho mls profundo que el aqui anotado. 
Puede resultar especialmente interesante el caso en que las 
implementaciones de las operaciones iniciales y constructoras se 
apoyan en las de las funciones selectoras. Un mejor conocimiento 
de la relaci&n de equivalencia semântica (por ejemplo buscando un 
conjunto caracterizador pequeno, y si se puede minimal) facilita 
en cualquier caso la verificaci&n de la correcc16n de una imple­
mentación del TAD. 
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